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1. Functies

R s
|

Lineaire functies

muﬁ‘&y Een lineaire functie of eerstegraads functie is een (rechte)
N lijn [ met vergelijking y = ax + b waarin
o 9 , de richtingscoéfficiént is van l en b de
N AN 1A .- y-coordinaat van het snijpunt van / met de y-as.
(_;,Q\\ “ NG P In de figuur zijn de lijnen I, m, n, o en p getekend door twee
> ‘\'i\ '“2@;\»\ = gegeven punten in een orthonormaal coordinatenstelsel
N2 e \ XOY. Vb: m door (- 3,0) en (6,3).
3 \&,{ g &R » Ay 0-3 _ -3 1
= S y=ax+bmet a=—==——= —=dusy=>.x+b
=730 P \\ S (4, 0) \\ le -3-6 -9 3
2T . (3‘@1)\\ < Zoisin (-3,0): 0 = 3 -3+b = b=1= De vergelijking: is
vy AN N dus m:y =%x+1.Zo verder :
5 3
;@’/ N ndoor (-3,3)en (3,-1) n:y = —%x + 1; o door ( -3,3) en
T - B I N '
e \@Tﬁ . (5,-5) 0: y = -x; p door (0,6) en (4,0) p: y= —%x + 6;
[N

[ door (-4, 4) en (2,2): I: y= -x

Kwadratische functies

Door kwadraatafsplitsing is de functie f(x) = ax® +bx + ¢ te schrijven

b 2 p? b b? - 4ac
. — 2 2 = — —)2_(—=
als: f(x) =a (x +2.2a2x+4a2) 2o te = alc+ Za) ( py ) I’ |
b D . e g ..
=a(x + 2—) " . Waarin D is discriminant = b*> — 4ac. R Q
a a 2
. . b.2 D b 2 D Jp P
Wortels volgen uit f(x) =0 dus uita(x + =) - — =0=>(x + —) -—=0
2a 4a 2a 4a
-b++D
= Xq,%y = 2_a\/_ (‘abe-formule’)y (blz.17) I-D/4a o
De grafiek van f(x) =y = ax® + bx + ¢ met a # 0 is een parabool met o | %
tical b t T = (__b 2) 1s top ( ; f mini )
verticale as x = ——en punt T'= (=, -—) als top (maximum of minimum o = - g

Als a >0 dan is T een minimum ('dalparabool’), als a <0 dan is T een
maximum (‘bergparabool’).

Machtsfuncties

Rekenregels voor machten




Translatietransformaties

Voor de coordinaten (x', y') van het beeldpunt P' van P (x, y) geldt £ o
na de translatie T(a,b): x'=x-a,y'=y-b y i\, > ol
Voor het beeld f'(x) van een functie f (x) geldt dany =f (x- a) + b. 5 \L”/ s [/ _lpas)
In deze figuur is de assentransformatie 7(4,2) toegepast op de \ A=y lab
(dal)parabool f: y = x* die daarbij overgaat in de daarmee / \_,/
congruente parabool: f: y = (x — 4)% + 2. \ / CEN — =y |

7 0°(42)

X

Rotatietransformaties 0@ 4

Door rotatie om O over o= +45° (in tegenwijzerrichting) ontstaat in Y
de figuur rechts het tweede coérdinatenstelsel X' O Y.

Ten opzichte van dit stelsel ligt de as van de orthogonale hyperbool
h langs de X'-as en het middelpunt in de oorsprong O’= 0O dus

"2 2
geldt de middelpuntsvergelijking: h: % - %

hyperbool. Omdat |T, T,| =2 a=2+2 dusook 2 b=2+2 geldt dan

=1 van de

a=b=+2 dus h: (x)?—-(y)*=2 ...(D)

In de figuur hieronder is het gevolg van de rotatie over +45°
afgebeeld. Hieruit blijkt: OR =x'=0Q + QR=xV2 +y'
(want AOSV en APQR zijn rechthoekig en gelijkbenig).

X Verderis:y =0T =08 + ST met OS=y'V/2 en ST=PT =x
g4z Plxy) " zodat OS+ ST =y =y V2 +x=y' = y—\/"i" (2)
' Deze waarde voor y' in (1) gesubstitueerd geeft
. - y—x =Xty

x =2 + 5 > X 72 ...(3)
o Substitutie van (2) en (3) in (1) geeft: (x)? — (y)? = 2

XY N2 _ Y2 4y =1

S (Z2y2 - D) =2mt2onn y=l,

X De vergelijking van de orthogonale parabool A is dus

1
h:y = p (x £ 0) en is het rotatiebeeld over +45° van de

daarmee congruente orthogonale hyperbool met middelpuntsvergelijking
®?_w?
2

=1 met de x' -as als as.

Exponentiéle functies




Voorbeelden:
flx) =a”®
De grafieken van a*voor a <1 en a > 1 gaan beide 5~
door (0,1) want voor elke a is a®= 1. Tﬁ -
Als a <1danis a*dalend want a**! = q.a* < a* gl &
Alsa>1danis a* stijgend want a**! = qg.a* > a* 3
Van beide grafieken is de x-as de horizontale ,
asymptoot, want als @ < 1 dan is lim,_, a*=0,
als a >1 dan is ook lim,__, a*=0. //)
To 1 L &
b x—>

Exponentiéle groei

Dus: Als een zekere hoeveelheid elk kwartier toeneemt met 12%, dan is
- de groeifactor per kwartier 1,12 X de startwaarde (=1)=1,12 %X 1=1,12.
- de groeifactor en het groeipercentage per uur is dan 1,12* =1, 574;
het groeipercentage is 57,4

1
- de groeifactor in vijf minuten is 1,123 = /1,12 = 1,0385
het groeipercentage per vijf minuten is dan = 3,85%

Gebroken rationale functies

Hier is de grafiek getekend van de gebroken rationale functie M oo
2x—4 .. .. . I =

flx) = ;_1 . De functie is niet gedefinieerd in het punt met x = 1 J et =

omdat voor die waarde de noemer gelijk is aan nul ...(D) asymplont 4 V

Uit x =0 volgt dat y =4 en uity =0 volgt x =2 dus snijdt de y-i/-

grafiek de x-as in het punt (2,0) en de y-as in (0,4). “ 2

De grafiek bestaat uit de twee takken van een hyperbool. 0
Bij toenemende waarden van x (x— = ) naderen rechter- en -5 -14 T
linkertak tot de lijn y = 2, bij toenemende y (y— + ) naderen
beide takken tot de lijn x = 1. De functie heeft dus een
horizontale asymptoot y =2 en een verticale asymptoot x =1
De functie is discontinu in het punt met x = 1 volgens (1).

Logaritme van een getal

Het grondtal g is een willekeurig positief reéel getal # 1.

Zois: 2log8=3, omdat 2> =8 ; 5log 125 =3 want 53 = 125; 3 log 1/4= 2 omdat 1/5” = Y.
Log x is de Briggse logaritme van x met 10 als grondtal, dus log x =10 log x,
Zois log 10 = 1, want 10 = 10; log 1000= 3 want 103 = 1000; log 0,01 = -2 want 1072 = 0,01.
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John Napier voerde voor het grondtal g het getal e in, het ‘Getal van Euler’.

Logaritmen met dit grondtal noemt men Neperiaanse- of natuurlijke logaritmen met
notatie In x = Inx=¢logx. Dus:

Eigenschappen van logaritmen

Te bewijzen door ¢ log a= p te stellen en glog b =q.
1-slogab = gloga+ glogh

2 - glog% = sloga- slogh Toepassing: Los x op uit
3-2log(a™) = n.¢loga log(x? +1)=1+2logx
4 -2log(g®) =x; g élogx=x =log 10 + log (x?)
5_1/gl0gx :_glogx zlogo $x2+1:10x2dus
1 . . .
6-:2logx _log x 9x2=1= x==of x=- =voldoet niet (in log xisx>0)
’ log g 3 3

l
Waarden van logaritmen (g # 10 of e) bereken je met de GR via de eigenschap: ¢log x = le ;

Inverse functies

_ |
Machtsverheffen f(x) = x? en worteltrekken g(x) = Vx zijn elkaars

inversen, want voor elk getal x is:

fg@) =1 x)=(x)? =x en g (f(x)) = g(x?) = VxP = x.
Gemakkelijker te onthouden:

Zijn fen f~! elkaars inverse functies dan als f(a) = b = f~1(b) = a.

Als f(x) =¢logxen h(x) = g* danis f (h(x)) = ¢log(g®) = xen h (f (x)) = g9 9% =x (eig. 4).

f(x) =gz _ l

“«

b P=@b) H=

Omdat P(a) = b op f(x) en Q(b) = a op g(x),zijn Pen Q punten van twee

Ll sw="Lex  nverse functies f(x) en g~.
‘V =) (In de figuur zijn als voorbeeld de inverse functies f(x) = g* en h(x) =
—/0 v - glog x gekozen). Uit de figuur blijkt dat de AA PSR en QSR
/ ‘ b )

rechthoekig en gelijkbenig zijn en congruent omdat PQ = PR, met
gevolg: P en Q zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x.
Dit betekent dat ook de raaklijnen in een punt P en zijn inverse punt @ elkaars spiegelbeeld zijn
in de lijn y =x dus dat de afgeleiden f'(P) en g'(Q) elkaars spiegelbeeld zijn in y = x.
Hieruit is direct af te leiden dat voor de inverse functie f en g algemeen geldt: f'(x) = 1/ g'(x).

Goniometrische functies

In de planimetrie worden sinus, cosinus en tangens van hoeken < 90° gedefinieerd als de

verhoudingen van twee zijden in een rechthoekige driehoek. Per definitie is dan:
. . overstaande rechthoekszijde
sinus o =(sin o) =

schuine zijde

. _ _aanliggende rechthoekszijde
, cosinus o =(cos o) = ——
schuine zijde
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Om sinus en cosinus te definiéren voor een willekeurige hoek

o+ k. 360° (k € Z) is de 'eenheidscirkel ingevoerd, een cirkel met
straal R =1 en middelpunt O in de oorsprong van het XOY stelsel.
Elke hoek o wordt daarin voorgesteld door de hoek XOP die het 'vaste
been’ OX maakt met de 'voerstraal’ OP van « XOP.

Zo is dan o = 0 als voerstraal OP samenvalt met OX. Als « >0 dan
wordt OP vanuit OX om O over de hoek o geroteerd in tegenwijzerzin,
als o <0, dan wordt OP om O over de hoek o geroteerd in wijzerzin.
Voor de coérdinaten van het eindpunt P(x,, y,) van de voerstraal OP

: = (=X i =2 =y
geldt dan: cos o = ( o 1) Xp ensin o (op . )=Yp
Het domein van sin o en cos o = k. 360° (k € Z) ; het bereik is [-1, 1].

De tangens van hoek o wordt in een rechthoekige driehoek gedefinieerd als de verhouding
overstaande rechthoekszijde

- “— van o. Zo is in de eenheidscirkel: tan o = 22 (x,# 0).Voor elke reéle
aanliggende rechthoekszijde Xp

yp _ Sinx

hoek o geldt dan: tan o = — =
Xp C€OSX

(o #90°+ k. 180°). Het bereik van tan o = R.

De radiaal

De radiaal is de standaardeenheid van hoekgrootte; zijn dimensie =1 want als o = ¢ radialen,

danis o = %"[:]n] = ¢.1 alsrde straal is van de cirkel. De grootte van een radiaal is dus een
onbenoemd getal.

2.
De omtrek P van een cirkel met staal r is P = 2n.r, zodat 360° = %r = 2.7 (radialen), dus

360° =2.m = nw=180° Andere te onthouden, exacte omzettingen:

hoek @ in radialen 2m 3 /2 b /2 1 7/ 180

hoek @ in graden 360 ° 270 ° 180 ° 90 ° 180 /m*° 1°

Goniometrische herleidingformules

In de getekende hoeken in de eenheidscirkel hiernaast
zijn deze regels gemakkelijk af te lezen.

Sinus en cosinus van som en verschil
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Bewijzen: Uit de figuur zijn de eigenschappen 1 en 2 af te
leiden: In de rechthoekige AA ABC en ADB is « BAC =t,

« BAD= u. Zijde DB is verlengd met BE waarna de
rechthoekige driehoek BEC ontstaat. Omdat in A ADB:
2ABD =90° - u, geldt in A BEC dat £CBE = 180°- (90°- u) -
90° = u .In A BEC is BE = BC. cos u en omdat AC =1 in

AABCis BC=1.sint dus BE =sin t. cos u ...(1)
InAADBis BD =AB.sinu enin AABC=AB=1.cost
zodat BD = cos t. sin u. ...(2)

CF 1AD, dus CF/l ED dus CF = DE.

InAAFCis 2« CAF = (t +u) dus sin £ CAF =CF/1

DE = sin (t +u) = =sin t. cos u + cos t. sin u (eigenschap 1).

Uit cos £ CAF =cos(t + u) =AF/AC=AF/1=AF =AD-DF ==AD -CE >

cos(t + u) = cos u. cos t — sin u. sin t. (eigenschap 2).

De eigenschappen 3 en 4 zijn direct uit de eerste twee af te leiden door sin (£-u) te schrijven als
sin (¢t + (-u)) en cos( t- u) als cos (¢t + (-u)) waarbij sin (-u) = -sin u en cos (-u) = cos u.

. o t i
Eigenschap 5 ontstaat door de substitutie: tan ¢ = S0 entanu=n
cost cosu
Verdubbelings en halveringsformules
sin(2t) = 2sint.cost cos(2t) = 1-2sin’t
sint = 2sin (Y% t). cos (Y% t) cos t = 1-2sin?(%t)

Door 2t te vervangen door (¢t +t) en t door (2 t + (2 t) volgen deze formules direct uit de
formules:sin (t +u) =sint.cosu +cost.sinuencos (t+u)=cost.cosu—sint.sin u.

Zoooksint=sin(zlt+zlt).Vb: sin (2t) =sin (t +t) = sint.cost +cost.sint=2sint. cost

Formules van Simpson

Bewijzen: 1: Noemt=%(a+b) en u =%(a—b) dan is
sint+sinu=sin%(a+b)+sin%(a—b)

L1 1 1 .1 .1 1 1 . 1
= = ~b + = =b)+ = ——b)—cos = .
(sin 5 Q. COS - b +cos 5 Q. sin - b) + (sin 5 Q. oS ( 5 b) — cos 5 @ sin ( 5 b)

= ZSin%a. cos%b want cos (—%b)=cos %b ...(1)
Uit t:%(a+b)enu=%(a—b) volgt: t+u=a ent-u=»>,
1,=1 1p=1u_
zodat;a— 2(t+u)en 2b 2(t u) . (2

(2) in (1) gesubstitueerd geeft dan: sin t +sin u =2 sin % (t+u). cos % (t-uw)
Met eigenschap 1 kan je nu de eigenschappen 2 t/m 4 afleiden door resp. te schrijven:
sint— sinu= sint+ sin(—u); cost+cosu=sin (f—t) + sin (f—u) en

cost—cosu=sin(f—t) - sin(f—u),

Sinusregel
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Getekend is A ABC met zijn omgeschreven cirkel (M,r) en de hoogtelijn h, op zijde c.
De oppervlakte van A ABC is: O pppc = 72 he. ¢ = %.(b sin a). ¢ = % be.sin a.

70 1s 00k O pppc = %2 ac. sin B en O o pc= 72 ab. sin ¥ met gevolg:

O papc =72 b.c.sin o= 7% a.c.sin B =% a.b.sin Yy, dus
. _ . _ . a b ¢
b.csin o =a.c.sin R =a.b.siny = sina  sinp siny ...(1)
Omdat ME de middelloodlijn is van AB ( omgeschreven cirkel = M,r)
zijn de A A AMB en BME congruent zodat ZAME = BME.

Omtrekshoek 2ACB = % x de cirkelboog die hij onderspant dus
E =% xbg AB met gevolg LAMB =2 Xx£ACB en omdat £ ACB = Y is dus
2AMB = 2y .Omdat volgens (2) ZAME = +BME en £AME + +BME = t/AMB =2 Y is

LAME =/BME =y = sin ZAME =siny - 22 _Y2¢ £ _—9, (2
AM r sin y
b _ ¢

Uit (1) en (2) volgt dan: =2 r, de sinusregel.

sin «a sin B sin y

Cosinusregel

In de figuur is in driehoek ABC de hoogtelijn A op zijde AB = ¢ getekend.
Er geldt:

AB=c=ci+c2 dus ¢2=(c1+c2)2 = 12 + 22 +2c.c2
=(b2-h?) + (@®—-h2)+2c1c2
dus: ¢ =a2+b2-2 (h?-cycy) ...(1)
2C=Y= Y1+ Y2 zodat cos Y= cos (¥1+ ¥2) =coS ¥1.c0s ¥z - sin ¥1.sin Y
h h 1 C2 h%- c1 ¢y _ h%- c1 ¢y 5 _
32" ' a " b dus cosy = b = h?-cyc; =abcosy

en dit in (1) gesubstitueerd geeft dan: ¢2 = a2+ b?-2 ab. cos Yy .
Sinusfunctie

De sinus van een hoek x is gedefinieerd voor alle reéle getallen x als de y-coordinaat van het
eindpunt P van de voerstraal OP van hoek ¢ in de eenheidscirkel.

In onderstaande figuur is de grafiek van y = sin ¢ geconstrueerd door de waarden van sin @ in
de getekende eenheidscirkel over te brengen naar de bijbehorende punten op de x-as.

y=sinx

| |5A 71‘5’6 L 3”{2 1 111{/6 | ‘
I 1 I 1 1) L] 1
2n/3 it 4n/3 b3 /2'11

periode = 2n

De daarbij ontstane kromme heet sinuslijn.

Omdat een hoek ¢ van a radialen = de waarde « op de x-as, is hiermee de grafiek van

y = sin @ geconstrueerd vanuit een cirkel met straal r = 1.

Als de voerstraal OP één volledige cirkel heeft doorlopen, dus als x = 27, dan vallen bij een tweede
omloop van OP de omtrekspunten van P behorende bij de hoeken

T T T
21 + g, 21 + g, 21 + g, ..., 4n samen met de punten waarvoor x = 0, PR 2T.
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Vanaf x =2 n vertoont de grafiek van sin x tot sin (x + 2 w) hetzelfde beeld als op het interval

[0, 2 7]. In de figuur zie je als voorbeeld dat sin o = sin (o + 27)).

Bij elke volgende volledige omloop van OP gedraagt de grafiek van sin x zich als op het interval
[0, 27], ook als OP vanuit de nulstand in tegenwijzerzin de eenheidscirkel doorloopt, want sin x =
sin (x+ k.27) met k€ Z .

Omdat dus algemeen sin x = sin (x + p) waarin p een constante voorstelt, (hier: p = 21 ) is

f(x) = sin x een periodieke functie. De waarde p heet de periode van die functie.

De functie sin x = p is geen '1-1 afbeelding’, d.w.z. dat niet bij elk beeld één en slechts één
origineel behoort. Zo is bijvoorbeeld sin /6 = sin 30° = 0,5 maar als sin x = 0,5 dan is

x=30° of x=(180° - 30°) = 150°, of x = 30° + 360°...0f algemeen

x =30°+ k.360°0of x =150°+ k. 360° (ke Z)

Er is daarom een functie y = aresin (x) = sin"!(x) gedefinieerd waarvan het bereik beperkt is

tot het interval [—— = ] en het domein = het bereik [-1, 1] van sinus x.
Cosinusfunctie

De cosinus van een hoek x is voor reéle getallen x gedefinieerd als de x-coérdinaat van het
eindpunt P van de voerstraal OP van hoek x in de eenheidscirkel.

Hieronder is de grafiek van y = cos x geconstrueerd zoals die van y = sin x, nu door de
eenheidscirkel een kwart slag in tegenwijzerzin om O te draaien , waardoor de projecties van P op
de x-as, dus de waarden van cosinus x, in de y- richting komen te liggen.

y=cosx

1 .
e /—\77 e
o™ § N

I \El2 L 517!"6 L 7“"6 1 3”’%1111/6 |u+21t I
0 !) 1 1 1 1 | 1 1 ] 1 I\ T
o | ™3 2 / 5n/3 2n
1 -z =

periode = 21

Er geldt: cos x = cos (x = 2m) dus als de voerstraal OP één volledige cirkel heeft doorlopen, vallen
bij een tweede omloop de punten P behorend bij de hoeken 2w + g , 21+ g, m,..., 4T weer samen

met die van x =0, g, g, ..., 2m. Op het interval [27, 47] is dus het verloop van de grafiek gelijk

aan dat op [0, 27]. Als voorbeeld is afgebeeld dat cos o = cos (o + 27).

Ook bij volgende omlopen van OP zal de grafiek van cos x zich weer gedragen als op het interval
[0, 2], ook als OP in tegenwijzerzin een volledige eenheidscirkel doorloopt.

Omdat hierbij voor ieder x geldt cos x = cos (x + p) met p = k.2n (k € Z) is ook y =cos x

een periodieke functie met periode = 2.

Bij elke waarde van x is de bijbehorende waarde van cos x te bepalen, maar omgekeerd wordt
aan de functie y = cos x bij gekozen y geen eenduidige waarde van x bepaald.

Immers: cos ©/ 3 = cos 60° = 0,5, maar alscos x=0,5danisx=n/3 of x=-7n/3 of
x=+7n/3+21n of x=+mn/3+4m,..algemeen: x =+ 60° + k. 360°.

Daarom is een functie y = arccos (x) = cos™! (x) gedefinieerd waarvan het bereik beperkt is tot

het interval [ 0, T ] en het domein gelijk is aan het bereik [-1, 1] van cosinus x.
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Tangensfunctie
] g

De tangens van een hoek x wordt wel y=tanx é' 2
meetkundig gedefinieerd voor alle reéle x £ g

7 .. 2 ]
(x# 2k +1). E) als: De lengte van het lijnstuk e ®
dat de voerstraal van x in de eenheidscirkel
na verlenging afsnijdt van de raaklijn in x =0 . S——
aan de eenheidscirkel. Volgens deze definitie * >
is de grafiek van y = tan x getekend. - 2 3fss
De snijpunten van de verlengde voerstralen . b

. .. .. T T = ' i o2  3n/4 d 3%/2  Tn/a /
en die raaklijn behorende bij: x =0, =, -, - ol ' ; o ekl
3r 3 8" 4 - i w8 13mw8| sl A8 | 9w 11ws|13ws 1598 4
T T .. . . N

B g 21 zijn geprojecteerd op verticale Snid A '

.. . 11n/8
lijnen door de overeenkomstige deelpunten ansz 1§18

op de x-as. Als x = gofx = 3?” dan snijden de
verlengde voerstralen de raaklijn niet.

Omdat. hierbij dan lim tan x =+ o en lim
xTn/2 xin/2

tan x = - heeft de grafiek op [0,27] een

. . V4 . 3
verticale asymptoot in x = S en ook in x =—, dus

T
TR
tan (n/2) =+ wen tan (-n/2) = - o zodat tan x niet is gedefinieerd als x = n/2 + k.n (k€ 7).
Verder volgt uit de constructie dat voor iedere x op het interval [0,2 wt] geldt:
tan x =tan (x + w), want de voerstralen van deze hoeken vallen samen, dus snijden de raaklijn
aan de eenheidscirkel in een zelfde punt. Bij elke draaiing van de voerstraal over k.m radialen %

€ Z ) is dan het verdere verloop van de grafiek gelijk aan de grafiek op [0, ©] , dus:

De functie y = tan (x) is een periodieke functie met periode p =T %

Omgekeerd wordt ook aan de functie y = tan x bij zeker waarde van y geen eenduidige waarde
aan x toegekend. Bijvoorbeeld: alsy=tanx=1= x=45°, of x = 225° of x = 405° of x = ...
Om een 1-1 afbeelding te verkrijgen is de inverse functie y = tan™! (x ) = arctangens x

gedefinieerd, waarvan het bereik beperkt is tot het interval | -z z

2 ] en het domein gelijk is aan

het bereik (-0, + o) van tangens x .

Sinus en cosinus van 'standaardhoeken’

x 0 n/6 n/4 n/3 /2 2n/ 3 3n/4 51/ 6 b
i 0 L 12 13 13 V2 2 0
sin x 2 > 2 1 2 2 >
Ccos X 1 %\/5 12 z 0 —% —% 2 -%\/5 =1
Sinusoiden

De grafiek van de periodieke functie y = sin x is geconstrueerd vanuit de eenheidscirkel, dus
met straal r = 1 en met startpunt O (0,0). De kromme door de uitwijkingen Up van een punt P op
de omtrek van die cirkel leverde dan de grafiek van de functie met startpunt (0,0), periode = 27

en amplitude A (= maximale uitwijking up ) = 1 . De zo ontstane (standaard-) sinuslijn is dan
de grafiek van de periodieke functie y = sin x.
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Voer je nu dezelfde constructie uit op een cirkel met middelpunt M = (0,0) en straal A van
willekeurige lengte, dan ontstaat een 'sinusachtige’ periodieke functie met amplitude A

. . . . 2
De ontstane kromme heet sinusoide en is van de vorm y = A. sin (—. x), want:
P

Q:2n=x:p=> Q= Zf. x. De sinusoide is de grafiek van y = A. sin ¢ dus y =A. sin (2;”. x)

periode p

Tranformeer nu de formule tot die van een sinusoide met willekeurig startpunt O'= (c,d) en
amplitude A.

Volgens de translatietransformatieregel gaat een functie
y =f(x) bij translatie over T = (;) overin y=f(x - ¢) +d, dus

gaat de formule y = A. sin (%”. X) over in:

y=Asin { 2;” (x - ¢)} +d waarbij O' (c, d) het nieuwe startpunt

is. De 'evenwichtsstand' (de lijn door de nulpunten ) is nu de lijn
y=d.

Voorbeeld: Geef startpunt, amplitude, periode en ’ VAN

evenwichtsstand van de sinusoide y =3 — 6. sin (%x) / \

Schrijf y =3 - 6. sin (1/4x) = - 6.sin (1/4 x) + 3 in de vorm i S

y=Asin {%ﬂ(x -c¢)}tdals: -6.sin{1/4 (x -0)} +3 dusc=0, . VEEREN IERIEN N

A =-6, en d =3, dus het startpunt is (0, 3); de amplitude A = - 6. \\ e / i

De periode p = 87 (omdat %” = 1/4); de evenwichtsstand is y = d = 3. ° \\‘ EAE YL 254.3;
-2 | |

Continuiteit van een functie

Als van een functie f(x), bij elk origineel x van het domein Dy, een reéle functiewaarde y behoort,
dan noemt men die functie continu op D;. Is van een origineel x = x, de functiewaarde y
ongedefinieerd zoals bijvoorbeeld het beeld y = f(0) van de functie f(x) = i , dan spreekt men van

‘een gat in het domein Dy’.
De functie heet dan discontinu in het punt waarvoor x = x,.
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Zo is de functie f(x) = o discontinu in het punt met x = 0 en is de functie g(x) = xxj discontinu in

x = 4. Als een functie f(x) discontinu is in een punt x = x,, dan kan f(x) een grenswaarde L
bereiken als x van links en/of van rechts onbepaald dicht tot L nadert.

Zo'n grenswaarde heet de limiet L van f(x) als x tot x, nadert (zonder die waarde ooit te
bereiken). Notatie L = lim f(x), waarna dan per definitie geldt f(x,) = L.

X —> X0

Limiet van een functie

Populair vertaald: Hoe dichter x vanaf links en vanaf rechts tot x, nadert, hoe dichter f(x) tot
de limietwaarde L nadert.

. 3+2x%2+5
Voorbeelden 1.Bereken lim — — "> (x £ 0).
x —> oo 2x3+3x2—4x

Rekenregels voor limieten X34+ 2x2 + 5

Deling van alle termen van door x* geeft

. 2x3+ 3x2— 4x
Als lim f(x) =Lq en lim gx) =L,, dan is: 14245 3 2 14245
x—>a x—>a X %3 A x°+2x“+5 A +x+x3 1
—=—7 zodat lim #=llm —3 =z =z
24 —— x>0 2X°+3X°—4X x50 24= —— 2
X x X x

x—>a (want lim ==lim — =lim — =0voorp, genr € R)
lim {c.f(l)}=¢c. Ly (c€R) x>0 X xow X2 xow X
x—a

1

2

3. lim {f(x).g(x)} =Lqi.L,
x—a

4. lim 2 =k

5

6

2. Bereken lim‘s/(x3 + 6x> + 18x + 24)
X

. o L mits L, #0 \
xX—a .

lim [ O™ = L" (n€R) gl_r)n‘p/ (¢° + 6x% + 18x +24) =
x-_)a n —_n 4 1 3 2 =
im Vf@ = VI, (e \/J@4(x +6x2 +18x + 24 ) =

Y64 +96+72+24=3256=4

Rechter- en linkerlimieten

Beschouw het geval dat f(x) tot een limietwaarde L; nadert, alleen als x vanaf links op de x-as
nadert tot het punt met x = x,. In dat geval noemt men L; een linkerlimiet van f(x)in x = x,

en geeft deze aan met lim f(x) = L,.
xTxo

Als f(x) tot een limietwaarde L, nadert, alleen als x vanaf rechts op de x-as nadert tot het punt
met x = x,. dan heet L, een rechterlimiet van f(x)in x = x, notatie liim f(x) =L,.
xdxg
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De functie f(x) = i heeft als x tot nul nadert de oneigenlijke linker- en rechterlimiet

L, =lim 1ot o enlLy= lim 1= o
xlo * xTo * .
Omdat Ly # L,, bestaat lim (i) niet en is dus de functie f(x) = < discontinu in x =0.
x—>0

2. Vergelijkingen en ongelijkheden

Bij het oplossen van wiskundige vraagstukken moet je meestal een vergelijking opstellen.

Je noemt de te berekenen waarde: x en stelt een betrekking f(x) op tussen de waarde(n) van x en
andere van x afhankelijke factoren g(x). De gelijkheid van de betrekkingen f (x ) en g(x) leidt dan
tot een vergelijking f(x) = g(x) waaruit de ‘onbekende’ x moet worden opgelost.

Steeds geldt hierbij:

Voorbeeld: %x—%:2x+338(§x—%)=8.(2x+3)2x—6=16x+24=> 15x=-30=>x=-2

Ongelijkheden

Ongelijkheden zijn uitdrukkingen alsa<b,a>b,a<bena>b

De tekens < = kleiner dan, >,groter dan, < kleiner dan of gelijk aan , > groter dan of gelijk aan
geven daarin de relatie aan tussen de waarden van a en b zoals die op een getallenlijn worden
afgebeeld. Hierbij is gedefinieerd:

Bij het oplossen van ongelijkheden gelden evenals bij vergelijkingen, twee algemene regels:

1. In een ongelijkheid mag je linker- en rechterlid met een zelfde getal + k vermeerderen want:
Als a rechts (of links) ligt van b op de getallenlijn, dan ligt ook a + k rechts (of links) van b + k op
die lijn. Immers worden beide getallen door optelling van + k over eenzelfde afstand | 2| en in
dezelfde richting verschoven.

2. Je mag linker- en rechterlid van een ongelijkheid met een zelfde getal k vermenigvuldigen
mits £ > 0, want als a rechts (of links) ligt van b, dan ligt ook & X a rechts (of links) van & X b
op de getallen lijn. Echter: Bij vermenigvuldiging met een factor k < 0 draait het
ongelijkheidsteken om, doordat nu de getallen a en b bij de vermenigvuldiging worden gespiegeld
in de oorsprong waardoor de links/rechts oriéntatie van a ten opzichte van b verandert. Zo is
bijvoorbeeld: 5 <7 maar—5>-7 en-10<-7, maar -3 X -10 >-3 x -7.

Los op de ongelijkheid: 5(x — 1) = 3(x — 3) < 6(x +7) — 2(x + 5)

5x—1)-3(x—-3) < 6(x+7)—-2(x+5) > bx—-5-3x+9 < 6x+42-2x-10>
20+4 < 4x+32=>-2x £ 28 = (-1).-2x 2(-1).28 = 2x > -28 = x 2-14
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Lineaire stelsels vergelijkingen

Een lineaire- of eerstegraads vergelijking is een vergelijking van de algemene vorm:

a X1t ayx,t azxst...+ a,x,+ b =0, waarin de coéfficiénten a; reéel zijn.

De variabelen ( of 'onbekenden') x; zijn hoogstens van de eerste graad. Een stelsel lineaire
vergelijkingen heet afhankelijk als een of meer van hen uit een lineaire combinatie van een of
meer andere volgt. Voorbeeld van een lineaire combinatie is: k X een zekere vergelijking optellen
bij n X een andere vergelijking uit hetzelfde stelsel. (k en n # 0)

Een stelsel heet strijdig, als lineaire combinaties tot een ongerijmdheid leiden zoals
bijuoorbeeld: x+3=T7en 2x+6=11of 6x -2y =14 en 3x -y =-5.

Een onafhankelijk stelsel van n niet strijdige lineaire vergelijkingen met n onbekenden is
eenduidig oplosbaar. Is het aantal vergelijkingen n kleiner dan het aantal onbekenden m, dan is
het stelsel onoplosbaar. Is n > m dan is het aantal oplossingen oneindig groot. De dimensie van
de oplossingsruimte is dan n - m..

Voor de oplossing van een onathankelijk stelsel lineaire vergelijkingen wordt meestal de
eliminatiemethode van Gauss gebruikt. Een voorbeeld : Gegeven is het stelsel:

5x1 +x2 —2X3 :21
3x; + x, +2x; =23 een onafhankelijk stelsel van 3 vergelijkingen met 3 onbekenden.
2x4 +3x3=5

Tel de eerste en tweede vergelijking bij elkaar op:
1

3x; +x, +2x3 =23 3x+ xp +2x3=23 +

8x1+2x, + 0 =44 = 4dx; +x,=22 ...(a)

waarna dan x; is ‘geélimineerd’ (weggewerkt).

Uit de tweede en derde vergelijking elimineer je nu x; door vermenigvuldigen met respectievelijk
3 en 2 en daarna aftrekken:

9x; + 3x, + 6x3 =69
4x, + 6x; =10
5x,+3x, +0 =59 = 5x;+3x,=59 ...(b)

3x; +x, +2x3 =233
2x4 +3x;3= 52

Uit (a) en (b) volgt:

4x, + x2=22|3|12x1+3x2 =66
Sx14+ 3x,=59[1] 5x;+3x,=59 _
Tx; +0 =7 = x;=1

Uit (b): 5x; +3 x, =59 volgt dan met x;, =1:5.1+ 3x, =59 = x, =18
uit bijvoorbeeld: 5x; + x, — 2x; =21 volgt dan 5+ 18 —2x; =21 = x3=1

Oplossing van het stelsel is dus (x4, x5, x3) = (1, 18, 1)
Voor lineaire vergelijkingen met meer dan drie onbekenden is de directe eleminatiemethode van
Gauss vaak lastig uit te voeren. Met de methode Gauss-Jordan wordt dit overzichtelijker door

gebruik te maken van een coéfficiéntenmatrix:

Een m X n- matrix is een getallenschema bestaande uit m rijen en n kolommen

2x) = X F X3 - X4 =6 De (3 X 4) coéfficiéntenmairix bij het gegeven stelsel
—x; t x; + 5xz + 2x, = 2 links, wordt hierna door A gegeven:
2x1 - x; + 2x3 — 3x, = 3
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Op deze coéfficiéntenmatrix (met een vijfde 'controlekolom'

2-1 1 -1/(6 (achter de streep) mag je dezelfde lineaire bewerkingen en
A= -1 1 5 2|2 lineaire combinaties toepassen als op vergelijkingen.
2-1 2 -3| 3 Hierdoor is A om te werken tot eenvoudiger vorm waaruit je

de onbekenden x4,x,,x3;, x, gemakkelijk kunt oplossen..

De strategie van de oplossingsmethode volgens Gauss-Jordan is algemeen:

- Zorg er voor dat op de eerste rij het element a;; van de matrix # 0 is, eventueel door
verwisseling van rijen.

- Bewerk de matrix via lineaire combinaties met andere rijen zo dat a;;= 1 wordt.

- Werk op de tweede rij naar a,; =0 en a,, = 1 door voorgaande bewerkingen herhaald uit
te voeren.

Zorg er daarbij voor dat de 'pivots' a;;=1 en a,, =1 onveranderd blijuen en dat

00k het element a,; op de tweede rij =0 blijft.

- Pas dezelfde strategie toe op de derde rij, dus zorg dat 'pivot' az; =1 wordt en
as, = as, =0 zonder de pivots op rij 1 en 2 en de nullen links ervan te veranderen.

Uit de zo ontstane coéfficiéntenmatrix is de oplossing dan gemakkelijk af te lezen.

We passen deze strategie toe op de gegeven coéfficiéntenmatrix A:

a. Verwissel rij 1 en 2 /b Vermenigvuldig rij 1 met -1/ c. Trek 2X rij 1 af van rij 2/

d. Trek 2% rij 1 af van rij 3/ e. Trek rij 2af van rij 3/ f. Trek 11X rij 3 af van rij 2/

g. Tel rij 2 bij rij 3 op / h. Tel 5x rij 3 op bij rij 1.

De matrix A" die nu via de acht transformaties is ontstaan en gelijkwaardig is met A is nu:

1 0 0 13 _58 x1+ISX4 = _58
. _ x, +25x, = -101
A= 0 1 0 25 |-101 waaruit dan volgt: xz B Zx: = 9
0 0 1 -2 9
X, = x4 ="'vriyj’

Voor de 'oplossingsvector' x = (x,, x,,xs,x, ) vind je als je voor de vrije waarde x, =0
kiest: x =(-58,-101,9,0).

Omdat in deze opgave drie vergelijkingen (= n) zijn gegeven met vier (= m)
onbekenden x,, x,, x5, x, is de dimensie van de oplossingsruimte =m - n =4 - 3 dus
eendimensionaal , waardoor je x, vrij kon kiezen. .

Tweedegraadsvergelijkingen

Tweedegraadsvergelijkingen (kwadratische- of vierkantsvergelijkingen) zijn vergelijkingen van
de vormax?+b+c=0meta,benc€R, a#0. Devariabele ('onbekende’) x is hoogstens van de
tweede graad. .

a. Ontbinden in factoren

Deze methode gebruik je meestal alleen als a = 1 dus bij vergelijkingen van de vorm
1x2 + bx =c (of die daarop zijn te herleiden). De werkwijze is als volgt:

1. Herleid (zo nodig) de vergelijking op nul dus maak het rechterlid gelijk aan O:

zodat de vergelijking x2 + bx —c¢ = 0 wordt.

2. Ontbind het linkerlid in factoren, dus schrijf
x2+bx—-c=(x+p).(x+q)=x*+(p+q)x+p*xq=0waarinp+qgq=benpXqg=-c
3. Pasderegel toe: Als r.s =0danisr=0 V s =0 (‘Wet van het nulelement').
Dushier: (x +p) . (x+¢) =0 = (x+p)=0V (x+q =0 Gevolg:x=—-p V x=-¢q

Voorbeeld: Los op de vergelijking: x*-Tx = -12.
Oplossing:

X2-Tx=-122x2-Tx+12=0 > (x-Dx-3)=0>(x -4) =0V (x-3)=0=>x=4V x=3
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b. Kwadraatafsplitsing

Ook deze methode is alleen goed bruikbaar in vergelijkingen als 1 x2 + bx + ¢ = 0 dus als
a=1. Twee voorbeelden:
1.Losop x2+6x—12=0

De term 6 x is het dubbelproduct van x en 31in (x + 3)2=x%+6 x +9 dus schrijf je:
x2+6x—-12=0 als (x> +6x +9)—21 ofwel: (x + 3)2-21 =0
zodat x + 3= +21 = x=-38=%+21

2. Losop x?+ %x—§=0

. 4 2. 2 4 4 .
Hier is de term _ x het dubbelproduct van xen :in (x+§)2=x2 +-x + —zodat uit
5, 4 4 _ 5, 4 4 4 20 _ 2., 24 _
+ Iy 2= : iy 4y 2 20 2y 2=
x cx—-=0 volgt: (x o 25) Pl (x + 5) = =0
24 2v6 2 | 2V6 _

2y = 24 _ L 2N =_2 L5 _ 2.
dus (x+3) = # |5 t— =2 X :t 5(1:l:\/3)

c. De abc-formule

—b+ VD

Algemene oplossing van de vierkantsvergelijking is de ‘abc- formule' x; , = die door

kwadraatafsplitsing werd afgeleid uit de tweedegraads functie f(x) = ax? + bx + ¢ en waarin
D =b? — 4.a.c de discriminant heet. Als D > 0 dan heeft de vergelijking twee verschillende
wortels, als D =0 dan zijn er twee samenvallende wortels.

Als D < 0 dan bestaat VD niet in R dus zijn er geen reéle wortels.

Voorbeelden :
1 Losop6x2-12x—-1=0

In deze vierkantsvergelijjkingisa =6, b=-12,c= -1

D=b%- 4.a.c=(-12)?> — 4.6.(—1) =168, dus D> 0.
—(-12)+/(-12)?- 4.6.(—-1 12 +£V168 12 +2vV42

_ 12+ J(-12)2-46(-1) _12£Vi68 _12+2V42 L /a3

=1+ —
2.6 12 12 6

X1,2
2. Losop x?—-x =-1

x2-x=-12>x2-x+1=0 dusD=b?-4.a.c=(-1)?—-4.1.1=-3 dusD<0
De vergelijking is dan in R (dus zonder complexe getallen) onoplosbaar.

Hogeregraads vergelijkingen

Derde- of hogeregraadsvergelijkingen kan je in R slechts dan algebraisch oplossen als ze van
speciale samenstelling zijn.
De vergelijking 3x* + 5x%= 12 is algebraisch op te lossen door x2 = p te stellen zodat deze

overgaat in de vierkantsvergelijking: 3p?+ 5p = 12 waaruit dan met de abc-formule volgt
4 2 -2

2 = - = — = — 11
3 X1 3 en x= 7 zin de twee

reéle wortels van de vergelijking. (De twee wortels die niet voldoen zijn complexe getallen).

p=- 3(voldoetnietin]Romdathxz)ofp=§ > x

Ook een vergelijking als (x — 5)7 = 134 is algebraisch op te lossen:

(x—5)7 =134 = (x—5)= V134 =x=V134 +5.

In het algemeen zijn hogere graads vergelijkingen met uitsluitend reéle wortels alleen langs
grafische weg (numeriek met de GR via intersect) op te lossen. Een voorbeeld::
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Losop: x* —=3x3=15x2-19x - 30

Plot in de GR de grafiek van y=x* —3x3-15x2+19x+ 30 en de YLso
x-asy=0. T -
Kies in [WINDOW]: X,.in= -5, Xpmax= 65 Yimin= —50, Ypar = 50; Xscl =1, N
Ysel =10 /-10
Via [TABLE] en [CALC} 5 intersect GR vind je de x-waarden van de T ;\'z/nm g 1 3 5 _gx
snijpunten van de gegeven functie met de y-as in 4 stappen L
Xy ==3,x==-1,x3 =2, x4 =5. -301
sk

De vergelijking x> -1= 0

Van de derdegraadsvergelijking x3 —1 = 0 ofwel x® = 1 kan je direct zien datx =1 een oplossing

is. Dit betekent dan dat de term x3 — 1 deelbaar is door x — 1 dus dat je de vergelijking kunt

3_
schrijven als x* —1= (x—1). f(x) waarin dan f(x) = J;— 11

3_
Werk je deze deling uit als een staartdeling dan vind je f(x) = J;

1
. =x%2+x+1dus

x3-1=(x-1).(x*+x+1)=0 metalsoplossing:x-1=0 Vx?+x+1=0

Hiervan geeft (x — 1) = 0 de triviale oplossing x = 1 waarvan je bent uitgegaan, maar de
vierkantsvergelijking x? + x + 1 = 0 is in R onoplosbaar omdat de discriminant

D=b* -4ac=1-4 <0.

Om toch oplossingen te creéren heeft met het imaginaire getal i ingevoerd en daarvoor
gedefinieerd dat i? = -1, dus i =v—1.

De hierop gebaseerde getallen vormen de verzameling C van de complexe getallen.

Met complexe getallen kun je vaak rekenen als met reéle getallen, mits je de wortel uit een
negatief getal zoals bijvoorbeeld V-7 vervangt door V7 i? .

Hierdoor kan je nu de wortels van x2 + x + 1 =0 met negatieve discriminant 'gewoon' berekenen

-b +Vb2—4.a.c
2a

met de abe-formule: x=
D=b%?- 4q.c.=- 3 zodat
—1+V12-411 -1+v-3 -1++i2.3 -1+ ivV3

waarina=1,b=1enc=1 dus

x= 2.1 2 2 - 2
-1+ iV3 -1- iV3
dusx = ——— Vx =———
2 2
Volledige oplossing van de vergelijking x* = 1 wordt dan:
-1+iv3 _-1-iV3 ., .
x =1, x, = — X T T, dus met één reéle en twee complexe wortels.

De vergelijking x®* +1=0

Ook deze vergelijking kun je nu oplossen als je ziet dat x = — 1 een triviale oplossing is, dus het

linkerlid van x3 + 1 =0 deelbaar is door x + 1 zodat x3 + 1 = (x + 1). g(x) =0

x3+1

Gevolg: g(x) = waarvan uit de staartdeling volgt dat g(x) = x> —x + 1, dus

x+ 1
x*+1=(x+1). (x? —x+1). De wortels van x> = — 1 volgen uit x* + 1 =0 dus uit

(x+1). (@ -x+1)=0=2(x+1)=0V x*-x+1)=0.

Uit x + 1 =0 volgt de triviale oplossing x = — 1. Van de vierkantsvergelijking x> —x+ 1 =0 is

de discriminant D =1 -4 = -3, die je oplost met de abc-formule en de imaginaire waarde i :
-(-D+J(—D2-411_1+y=3 _1++i%. 3 1+ivV3
2.1 2 2 B 2
. . vt 1+iV3 1-iV3
Volledige oplossing van de vergelijking x> = 1 wordt dan:: x; = -1, x, = 21 y X3 = 21

dus weer met één reéle en twee complexe wortels.
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Basisidee achter complexe getallen Im
Op de imaginaire eenheid i zijn de complexe getallen z van de :‘
verzameling C gebaseerd. Ze kunnen worden voorgesteld als = (7.5)
vectoren met een reéle- en een imaginaire component. N /
4
In de figuur wordt het complexe getal z=7 + 5 i voorgesteld door e AP UNPY
de vector (7, 5) ('pijl') in een assenstelsel met een horizontale ;
reéle x-as Re en een verticale imaginaire y-as Im. //’
Zuiver imaginaire getallen zijn de complexe getallen z = a + b.i S 4
waarin de reéle component @ = 0 dus de getallen z = b.i. I 1 2 543 6 7—ne
Als de component b =0 dus de getallen z = a dan is z een reéel &
getal. De reéle getallen (R) en de imaginaire getallen zijn dus deelverzamelingen van de
complexe getallen C.
Exponentiéle vergelijkingen
Exponentiéle vergelijkingen zijn vergelijkingen van de vorm a/ 0 =p (b > 0) dus die waarbij de
exponent van een macht een functie is van de variabele x.
Voorbeelden van berekening: 2*t2=32=2%2%2=4.2"=32dus 2"=8 = x =2
x
7532495 T-=49 dus77=49.7°=7° s x=5
Als gegeven is: a* = b (b > 0) dan volgt uit de definitie van logaritmen direct dat x =<log b
Is de vergelijking 2* = 20 dan is x = 2log 20 de exacte oplossing .
Om de waarde van de oplossing via de GR-TI-83 te benaderen, gebruik je de eigenschap van
logaritmen <log b=——, dus hier 2log 20 = log20 ~ 4,32 (blz.6)
Ingewikkelder exponentiéle vergelijkingen moet je oplossen door te werken naar een eindvorm
als g* = g” dus naar een vorm met in het rechter- en linkerlid machten van eenzelfde grondtal,
waaruit dan direct volgt dat x = y. Hierbij maak je gebruik van de machtregels:
Voorbeelden:
Los de volgende exponentiéle vergelijkingen op:
2%t =43+ o 0,5*=0,25.2* = 2¥ 14 2x1 =10 =
2%+l = 92(3x+1) X = 2 9x I oxy x = 1
= 6x+2 (=2 23 _2% =1 o ;- 27 *227 =52
= =1 2> 8 2 2%=5.2!
x+1 =6x+2 2% 22 2X'23_2x:7'2—3 2" .
x=_1 27 =272 2% Q. 2% _9% —7 93 5.2*1=5 21
5 —-x=x-2 e o x-1=1
x=1 7.2°=17.2 x=92
x =-3

Vaak ook worden voor het oplossen van exponent.c.. .c.gcagumigens cwooenndties gebruikt, dus
het vervangen van een macht a* door een hulpvariabele p, waardoor een gemakkelijker op te
lossen schaduwvergelijking in p ontstaat.
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1 x—2

Een voorbeeld: Los op: 3* + 5.( 5) 18

45

> =18
3

x—2 X -2 x
3 45.(2) =3 45.(3) . (3) = 345.(3) .9=3"+

Noem 3* = p de vergelijking gaat dan over in: p + % =18=>p*-18p+45=0=

@-3)p-15=0=>p=3Vp=156.2p=3 geeft3*=3=>x=1 en uit p =15 volgt 3* =15

= x =3log 15 Beide waarden voldoen
Voorbeeld van een exponentiéle ongelijkheid:

Gegeven zijn de functies f(x) =2 en gx) =5-2"
a. Teken de grafieken van f en g en bepaald hun asymptoten
b. Los de ongelijkheid op f(x) > g(x).

a. De grafieken van f en g teken je via onderstaande tabel:

x 0 1 2 3 -1

flx)=2* 1 2 4 8 0,5 0,25

0,125

gx)=5-2" 4 3 1 -3 4,5 4,75

4,785

. 1
f(x)=2" dus als x = — o dan 2* — 0 want lim,._, , (z_x) =0.

n
58

De x-as is dus een horizontale asymptoot van f .

—t -~

Verder is: g(x) =5 -2 dus als x - — o dan 2* - O en
y=5-2%— 5. Delijny =5 is horizontale asymptoot van g

b. f(x) = g(x) geeft 2*=5-2"= 2.2*=5= 2*' =5 =

log 5 log 5
2log 5=x+1=>x+1:l"i sx=—22 _15x~1,32.

0g?2 h log 2

> X

Het snijpunt van f en g is dus het punt S met x; = 1,32.

Uit de figuur (geschaduwd) blijkt dan: f(x) > g(x) op het interval [1,32 ; —)

Logaritmische vergelijkingen

Exponentiéle vergelijkingen loste je algebraisch op door te werken naar een eindvorm

g* =g?Y dus met in het rechter- en linkerlid eenzelfde grondtal, waaruit dan volgde: x = y.
Zo wordt ook bij logaritmische vergelijkingen gewerkt naar gelijke grondtallen g dus naar de
vorm ¢loga = &log b waaruit dan volgt a = b. Immers: als ¢loga = ¢logb=p dan is

gP=aenookg?=b,dusa=>b=g?.
Maak verder gebruik van de eigenschappen van logaritmen op blz.6.

NB: Bewijs van de eigenschap: Y¢logx= - 2log x
1P 1

gP

. 14
Noem /% log x = p, danls(é) =x = p

Uit Yglogx=pen&logx = - p uit (1) volgt dan “&log x = - €log x zoals werd gesteld:

Los op de vergelijkingen
1. 2log(x+3)= 3 +2logx

Schrijf de constante 3 als 2log 8 dan wordt het rechterlid van de vergelijking

=g P=x zodat £logx = -p ...(1)

2log8+2logx = 2log8+2logx =2log (8.x) (volgensé&loga +&loghb = glog ab)
3
Gevolg: 2log(x +3)=2log (8.x) = x+3=8x =>x= - (Voldoet want %en 3% >0)

[ ///l




